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INTRODUCCIÓN

Sea (W,S) un sistema de Coxeter. A dicho sistema se le puede asociar una L -álgebra asociativa
H = H (W,S), denominada álgebra de Hecke, donde L es el anillo de polinomios de Laurent con
coeficientes enteros. Esta álgebra está generada por elementos llamados Tx , la cual se denomina
Base estándar. En [10] Soergel utiliza otra base para H , donde cada elemento está definido por
Hx = v l (x)Tx . En [6] Kazhdan y Lusztig encontraron una tercera base para H (W,S), denominada
Base de Kazhdan-Lusztig y denotada por {H w }w∈W , la cual se puede expresar en términos de la
base {Hx }w∈W gracias al resultado del Teorema 19 enunciado en este trabajo, y en donde aparecen
polinomios denominados polinomios de Kazhdan-Lusztig en la matriz cambio de base.

Con la finalidad de estudiar los elementos básicos de la base de Kazhdan-Lusztig, se define una
categoría de R-bimódulos, llamada categoría de bimódulos de Bott-Samelson, y posteriormente en
base ella se define la categoría de los bimódulos de Soergel, denotada por SBim. En [11] Soergel
construyó un isomorfismo

F : H →〈SBim〉.
Además, Soergel conjeturó que F (H x ) = Bx , la cual fue llamada 0-conjetura de Soergel debido al tra-
bajo sobre caracterśtica 0. Más tarde, B. Elias and G. Williamson en [3] demostraron la 0-conjetura
de Soergel para cualquier sistema de Coxeter.

Por otra parte, dada w secuencia en W , N. Libedinsky introdujo en [7] el concepto de Hojas
ligeras, denotadas por Lw , y demostró que dichas hojas ligeras forman una base para el espacio de
morfismos de bimódulos de Bott-Samelson. Luego, en [8], Libedinsky introdujo el concepto de Ho-
jas dobles, el cual es una ampliación del concepto de hojas ligeras, y demostró que éstas forman una
base para el espacio de morfismos de bimódulos Hom(Bw ,By ). Por otra parte, Elias y M. Khovanov
definieron en [2] una categoría diagramatical D para el caso del grupo simétrico, donde los morfis-
mos son diagramas bajo ciertas relaciones y módulo isotopía, y demostraron que D y la categoría
de bimódulos de Bott-Samelson son equivalentes. Más tarde, en [4], Elias y Williamson ampliaron
esta categoría a cualquier sistema de Coxeter, y también entregaron una versión diagramatical para
las hojas ligeras y hojas dobles de Libedinsky, demostrando también que las hojas dobles forman
una base para Hom(Bw ,By ). En este trabajo, se expone una demostración parcialmente diagramat-
ical de este último resultado, para el caso W = A1.

La estructura a seguir será la siguiente: En la primera sección se definirán los conceptos de Sis-
tema de Coxeter, orden de Bruhat y Álgebra de Hecke, destacando en esta última las tres bases men-
cionadas en esta introducción. Posteriormente, en la sección 2, se introducirá el concepto de bimó-
dulos de Bott-Samelson, con los cuales se definirán las categorías de bimódulos de Bott-Samelson
y la de bimódulos de Soergel, mencionando la relación que hay entre esta última categoría y H .
En la sección 3 se define la categoría diagramatical D para nuestro caso particular A1, y se entrega
una definición de hojas ligeras y hojas dobles directamente en esta categoría. A su vez, se define
el funtor F entre D y la categoría de los bimódulos de Bott-Samelson. Finalmente, en la última
sección se demuestra el Teorema 32 de este trabajo.

1. SISTEMAS DE COXETER Y ÁLGEBRA DE HECKE

1.1. Sistemas de Coxeter

Sea S un conjunto. Una matriz m : S ×S −→ {1,2,3, ...,∞} se denomina Matriz de Coxeter si

m(s, s′) = m(s′, s)

m(s, s′) = 1 ⇔ s = s′.
(1)
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Ejemplo 1 Consideremos S = {
s1, s2, s3, s4

}
y la matriz

m =


s1 s2 s3 s4

s1 1 ∞ 2 2
s2 ∞ 1 4 3
s3 2 4 1 2
s4 2 3 2 1

.

Como es una matriz simétrica con entradas en {1,2, ...,∞} y además solo contiene 1 en su diago-
nal, entonces es una matriz de Coxeter. De esta matriz, por ejemplo, se tiene que m(s1, s1) = 1,
m(s3, s4) = 2, m(s2, s1) =∞. Esta última igualdad indica que no hay relación entre s2 y s1.

Una matriz m de Coxeter sobre S define un grupo W con la siguiente presentación:

{
Generadores: S
Relaciones: (ss′)m(s,s′) = 1 si m(s, s′) ̸=∞ (2)

Notar que si se considera s = s′ en la relación de (2) se tiene que s2 = 1 para todo generador
s ∈ S. Además, considerando s ̸= s′ en la misma relación, se tiene que

ss′ss′ · · · ss′︸ ︷︷ ︸
m(s,s′) factores

= s′ss′s · · · s′s︸ ︷︷ ︸
m(s,s′) factores

, (3)

la cual en ciertas ocasiones se denomina relación de trenza cuando m(s, s′) ≥ 3. Con todo esto se
tiene la siguiente definición:

Definición 2 (Sistema de Coxeter)
Sea W grupo. Si W tiene una presentación como en (2), entonces el par (W,S) se denomina Sistema
de Coxeter. El grupo W es llamado grupo de Coxeter, mientras que S es el conjunto de generadores
de Coxeter.

Considerando esta definición, se tiene que la matriz de Coxeter del Ejemplo 1 define el siguiente
grupo de Coxeter:

W =
⟨

s1, s2, s3, s4

∣∣∣∣∣
s2

i = 1 ∀i ∈ {1,2,3,4}
(s1s3)2 = 1 (s1s4)2 = 1
(s2s3)4 = 1 (s2s4)3 = 1

⟩

Expresando las relaciones del grupo anterior mediante trenzas se obtiene que

W =
⟨

s1, s2, s3, s4

∣∣∣∣∣
s2

i = 1 ∀i ∈ {1,2,3,4}
s1s3 = s3s1 s2s3s2s3 = s3s2s3s2

s1s4 = s4s1 s2s4s2 = s4s2s4

⟩

Ejemplo 3 El grupo diedral Dm es isomorfo al grupo de Coxeter

I2(m) =
⟨

s1, s2 :
s2

i = 1 ∀i ∈ {1,2}
(s1s2)m = 1

⟩

La demostración de este isomorfismo se puede encontrar en [5].
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Ejemplo 4 El grupo simétrico

Sn = {
σ : [1, . . . ,n] −→ [1, . . . ,n] : σ es una biyección

}
es isomorfo al grupo de Coxeter

An−1 =
⟨

s1, s2, ..., sn−1 :
si si+1si = si+1si si+1 ∀i ∈ {1,2, ...n −2}
si s j = s j si si |i − j | > 1

⟩
La demostración de este isomorfismo de grupos se puede encontrar en la Proposición 1.5.4 de [1].

Ahora, consideremos un sistema de Coxeter arbitrario (W,S). Dado un elemento w = s1s2 · · · sr ∈
W − {1}, denotaremos por l (w) = r al largo de w , cuando r es minimal. en tal caso, se dice que la
expresión s1s2 · · · sr es una expresión reducida para w . Por convención, l (1) = 0.

Ejemplo 5 Consideremos W = A3 con la presentación del Ejemplo 4. Tenemos que, por ejemplo,

• l (s1) = l (s2) = l (s3) = 1.

• l (s2s3s1s3) = 2 (y no 4), pues s2s3s1s3 = s2s3s3s1 = s2s1.

• l (s1s2s3s2s1) = 5.

Teorema 6 (Matsumoto) Sea un sistema de Coxeter (W,S), y sean s1s2 · · · st y s′1s′2 · · · s′t dos expre-
siones reducidas para cierto w ∈ W . Entonces se puede pasar de s1s2 · · · st a s′1s′2 · · · s′t aplicando
solamente relaciones tipo trenza.

DEMOSTRACIÓN. Ver [Lu]. �

1.1.1 Orden de Bruhat

Sea W,S sistema de Coxeter. Es necesario para propósitos posteriores definir una relación de orden
entre dos elementos arbitrarios de W .

Definición 7 (Subexpresión)
Sea w = s1s2 · · · st elemento de W reducido. Una subexpresión de esta expresión para w es una
expresión de la forma

si1 si2 · · · sip ,

donde 1 ≤ i1 ≤ i2 · · · ≤ ip ≤ t .

Con esta definición se puede definir una relación de orden en W .

Definición 8 (Orden de Bruhat para W )
Sea w = s1s2 · · · st elemento de W reducido. Dado w ′ ∈W diremos que

w ′ ≤ w ⇔ Existe una subexpresión de s1s2 · · · st que espresa a w ′.

La notación w ′ ≤ w es equivalente a decir que w ′ < w o w ′ = w.

Observación: Esta no es la definición original del Orden de Bruhat. La definición original se
puede revisar en [5], así como el surgimiento de la definición entregada en este trabajo.

Ejemplo 9 Retomando el Ejemplo 5, tenemos las siguientes relaciones de orden:

s1s3 ≤ s1s3s2

s3s2s3 ≤ s2s3s1s2

1 < si ∀si ∈ S.
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1.2. Álgebra de Hecke

Sea (W,S) un sistema de coxeter, l la función largo correspondiente y ≤ el orden de Bruhat sobre
W . Sea L = Z[v, v−1] el anillo de polinomios de Laurent con coeficientes enteros en la variable v .
Sobre el L -módulo libre H con base indexada por W definido por

H =H (W,S) = ⊕
x∈W

L Tx ,

se tiene el siguiente resultado:

Teorema 10 Existe una única L−álgebra asociativa sobre el L -módulo libre H con base {Tx }x∈W

tal que

Tx Ty = Tx y si l (x)+ l (y) = l (x y) (4a)

T 2
s = v−2T1 + (v−2 −1)Ts si s ∈ S, (4b)

la cual se denomina Álgebra de Hecke asociada al sistema (W,S) y se denota por H . La base de los
Tx se denomina Base Estándar.

Este resultado es una consecuencia directa del siguiente teorema:

Teorema 11 Dado s ∈ S y dados dos elementos as y bs tales que as = at y bs = bt siempre que s y t
sean conjugados en W , existe una única A−álgebra asociativa sobre el A−módulo libre E , con T1

actuando como la identidad, tal que las siguientes condiciones valen para todo s ∈ S y w ∈W :

Ts Tw = Tsw si l (sw) > l (w) (5a)

Ts Tw = as Tw +bs Tsw si l (sw) < l (w), (5b)

la cual se denomina Álgebra genérica, y se denota por EA (as ,bs ).

DEMOSTRACIÓN. Ver [5]. �
Cabe destacar que cada Tx , para x = s1s2 · · · st reducido, se puede expresar por

Tx = Ts1 Ts2 · · ·Tst ,

expresión que gracias al Teorema 6 no depende de la expresión reducida de x considerada.

Por definición de H se tiene que {Tx }x∈W es una base para H . Sin embargo, definiendo Hs =
vTs para todo s ∈ S, H puede ser descrito como el álgebra generada por los elementos Hs , sujetos
a las relaciones

H 2
s = 1+ (v−1 − v)Hs ∀s ∈ S (6a)

Hs Ht Hs ...︸ ︷︷ ︸
mst factores

= Ht Hs Ht ...︸ ︷︷ ︸
mst factores

∀s, t ∈ S, s ̸= t . (6b)

Una buena observación sobre lo anterior es notar que reordenando términos en (6a) se tiene
que

Hs (Hs + (v − v−1)) = 1

de donde se obtiene explícitamente que para todo s ∈ S,

H−1
s = Hs + (v − v−1). (7)

Por otra parte, Soergel introduce en [10] una normalización para la base estándar, definiendo

Hx = v l (x)Tx .

De esta definición se tiene el siguiente resultado:
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Proposición 12 Si x, y ∈W tales que l (x)+ l (y) = l (x y), entonces

Hx Hy = Hx y .

DEMOSTRACIÓN. Dados x e y reducidos de W tales que l (x)+ l (y) = l (x y), se tiene por (4a) que

Tx Ty = Tx y ,

de donde

Hx y = v l (x)+l (y)Tx y

= v l (x)Tx v l (y)Ty

= Hx Hy .

�
Otra observación importante es que cada Hx es invertible. En efecto, si x = s1s2 · · · sr reducido,

entonces se tiene que Tx = Ts1 Ts2 · · ·Tsr , y de esta igualdad, al multiplicar por v r y reordenar, se
obtiene que

Hx = Hs1 Hs2 · · ·Hsr ,

y como cada Hsi es invertible, se tiene que

H−1
x = H−1

sr
H−1

sr−1
· · ·H−1

s1
.

Teorema 13 {Hx }x∈W es una base para H .

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del hecho de que {Tx }x∈W es base de H . �

1.3. Base y polinomios de Kazhdan-Lusztig

Desde ahora, se verá a H como el álgebra generada por {Hx }x∈W , y mediante ésta base se constru-
irá otra base para H , llamada la base de Kazhdan-Lusztig, en la cual se encuentran implícitamente
los polinomios de Kazhdan-Lusztig. Para esto, se necesitan previamente algunas definiciones y re-
sultados.

Definición 14 Se define la función d : H →H , con notación d(h) = h, mediante las relaciones

v 7−→ v = v−1

y

Hx 7−→ Hx = (
Hx−1

)−1

más linealidad.

Proposición 15 Para s ∈ S, x ∈W , se tiene que

d(Hs Hx ) = d(Hs )d(Hx ).

DEMOSTRACIÓN. Por linealidad de d y definición de Hs y Hx se tiene que

d(Hs Hx ) = v l (x)+1d(Ts Tx ). (8)

Aquí hay dos casos a considerar:
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• Si l (sx) > l (x), entonces por la primera relación del Lema (??) se tiene que Ts Tx = Tsx , de
donde

d(Hs Hx ) = v l (x)+1d(Tsx )

= d(v l (sx)Hsx )

= d(Hsx )

=
(
H(sx)−1

)−1

=
(
v l (x−1s)Tx−1s

)−1
.

pero l (x−1s) = l (sx) = l (x)+ l (s) = l (x−1)+ l (s), por lo que nuevamente por Lema (??) se tiene
que Tx−1s = Tx−1 Ts , y por lo tanto

d(Hs Hx ) = (
vTs

)−1
(
v l (x−1)Tx−1

)−1

= H−1
s

(
Hx−1

)−1

= d(Hs )d(Hx ).

• Si l (sx) < l (x), sea u = (sx)−1 = x−1s, de donde x−1 = us. Además, por Lema (??) se tiene que
Ts Tx = (v−2 −1)Tx + v−2Tsx , por lo que aplicando la definición de d se obtiene que

d(Hs Hx ) = (v − v−1)
(
Hus

)−1 + (
Hu

)−1 . (9)

Por otra parte, l (us) = l (x) = l (sx)+1 = l (u)+ l (s), por lo que

Hu Hs = Hus . (10)

Aplicando (10) en (9) se tiene que

d(Hs Hx ) = (v − v−1)Hs
(
Hu

)−1 + (v − v−1)2 (
Hu

)−1 + (
Hu

)−1 . (11)

Y por otra parte,

d(Hs )d(Hx ) = (
Hs

)−1 (
Hx−1

)−1

= (
Hs

)−2 (
Hu

)−1

=
[(

Hs
)2 +2Hs (v − v−1)+ (v − v−1)2

](
Hu

)−1

=
[

1+ (v − v−1)Hs + (v − v−1)2
](

Hu
)−1

= (v − v−1)Hs
(
Hu

)−1 + (v − v−1)2 (
Hu

)−1 + (
Hu

)−1 ,

(12)

de donde comparando lo obtenido en (11) y (12) se tiene que d(Hs Hx ) = d(Hs )d(Hx ).

�
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Teorema 16
d(Hx Hy ) = d(Hx )d(Hy )

para todo x , y en W .

DEMOSTRACIÓN. Por inducción sobre l (x).
Si l (x) = 1 entonces x = s ∈ S y el teorema se reduce a la proposición anteriormente demostrada.
Supóngase que l (x) > 1. Es posible encontrar un s ∈ S tal que l (xs) < l (x), de onde se obtiene

que Hxs Hs = Hx , por lo que
d(Hx Hy ) = d(Hxs Hs Hy ).

Ahora, como {Hw }w∈W es base de H y Hs Hy ∈H , se puede afirmar que

Hs Hy =
∑

w∈W
pw (v)Hw ,

donde pw (v) ∈Z[v, v−1].
Con esto, se tiene que

d(Hx )d(Hy ) = d

(
Hxs

∑
w∈W

pw (v)Hw

)
= ∑

w∈W
pw (v−1)d(Hxs Hw )

hi p= ∑
w∈W

pw (v−1)d(Hxs )d(Hw )

= d(Hxs )d

( ∑
w∈W

pw (v)Hw

)
= d(Hxs )d(Hs )d(Hy )

= d(Hx )d(Hy ).

�
Con el último teorema se ha demostrado que d es un homomorfismo de anillos. Más aún, se

tiene lo siguiente:

Proposición 17 d es involución.

DEMOSTRACIÓN. Por una parte,

d(d(v)) = d(v−1)

= d(v)−1

= (v−1)−1

= v.

Por otra parte, si x ∈W ,

d(d(Hx )) = d
((

Hx−1

)−1
)

= d
(
Hx−1

)−1

=
((

Hx
)−1

)−1

= Hx .

�
Solo resta una definición previa al teorema final de esta subsección.
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Definición 18 Se dice que H ∈H es auto-dual si H = H .

Teorema 19 (Kazhdan-Lusztig)
Para todo x ∈W existe un único elemento auto-dual, denotado H x , tal que

H x ∈ Hx +
∑

y∈W
vZ[v]Hy .

En la descomposición anterior, los elementos de vZ[v] son llamados polinomios de Kazhdan-Lusztig.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈W . Para s ∈ S se define

Cs = Hs + v.

Claramente Cs es un elemento auto-dual de H . Ahora, es necesario definir una regla de multipli-
cación para el producto HxCs , la cual se separa en dos casos posibles:

• Si xs > x entonces

HxCs = Hx (Hs + v)

= Hx Hs + v Hx

= Hxs + v Hx .

• Si xs < x entonces

HxCs = Hx Hs + v Hx

= v l (x)+1Tx Ts + v l (x)+1Tx

= v l (x)+1[(v−2 −1)Tx + v−2Txs ]+ v l (x)+1Tx

= v l (x)−1Tx − v l (x)+1Tx + v l (x)−1Txs + v l (x)+1Tx

= v−1Hx +Hxs .

Para la existencia, se demostrará que para el x ∈W dado inicialmente existe un elemento autodual
H x ∈H tal que

H x ∈ Hx +
∑
y<x

vZ[v]Hy .

Por inducción sobre el orden de Bruhat respecto a x.
Si x = e entonces

H e = He = 1.

Supóngase que x ̸= 1 y que la afirmación vale para todo w ∈W tal que w < x, es decir, que para
tal w se conoce el elemento

H w ∈ Hw + ∑
y<w

vZ[v]Hy .

Como x ̸= 1, se puede encontrar un s ∈ S tal que

xs < x,

y aplicando la hipótesis inductiva a xs se tiene que existe

H xs = Hxs +
∑

y<xs
hy Hy ,

donde hy ∈ vZ[v].
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En esta última igualdad, multiplicando por Cs se obtiene que

H xsCs = HxsCs +
 ∑

y<xs
hy Hy

Cs .

Ahora, por definición de Cs se puede expresar la última igualdad como

H xsCs = Hx + v Hxs + v

 ∑
y<xs

hy Hy

+
 ∑

y<xs
hy Hy Hs

 . (13)

Sin embargo, (13) se puede expresar como

H xsCs = Hx +
 ∑

y<x
hy Hy

 , (14)

donde en este caso hy ∈Z[v] (pues precisamente el coeficiente polinomial de Hxs puede ser un
polinomio con término constante no nulo).

La expresión construída en la igualdad (14) no puede ser directamente una expresión válida
para H x , pues puede existir algún hy ∉ vZ[v]. Sin embargo,

Hx = H xsCs −
∑
y<x

hy (0)H y

es una expresión que cumple lo pedido.

La unicidad se puede revisar en [10].
�

Finalmente:

Teorema 20 El conjunto {H x }x∈W es una base para H , llamada Base de Kazhdan-Lusztig.

DEMOSTRACIÓN. Ver [6] �

2. CATEGORÍA DE BIMÓDULOS DE SOERGEL

En esta sección (y en las restantes) las definiciones y resultados establecidos serán considerando a
W de tipo A1, es decir, al sistema de coxeter (W,S) donde S = {s} (un solo generador). Esto permite
elaborar definiciones y relaciones bastante más sencillas.

Primero, se define V como el espacio vectorial sobre los reales cuya base está dada por el el-
emento αs , es decir, V = Rαs . Por otra parte, se define R como el anillo de polinomios R = R[αs ],
donde deg(αs ) = 2, y con esto se define el conjunto

R s = {x ∈ R/s · x = x}

donde la acción · de S en R está dada por

s ·αs =−αs . (15)

En lo que sigue, ocuparemos la notación n para definir a la palabra de Sn
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n = sss · · · s︸ ︷︷ ︸
n veces

. (16)

con la convención 0 = 1.
Por otra parte, dado un objeto graduado B = ⊕i∈ZBi se define el shift de B en d unidades, de-

notado B(d), como el objeto obtenido a partir de B desplazando la graduación en d unidades:

B(d)i = Bi+d .

Finalmente, se define el R−bimódulo graduado

Bs = R ⊗R s R(1).

Con todas estas nuevas definiciones, estamos en condiciones de introducir un nuevo concepto.

Definición 21 (Bimódulo de Bott-Samelson)
Sea n ∈ Sn . Se define el bimódulo de Bott-Samelson asociado a n, denotado por Bn , como el

(R,R)−bimódulo graduado
Bn = Bs ⊗R Bs ⊗R · · ·⊗R Bs︸ ︷︷ ︸

n tensores

. (17)

donde se considera la convención B0 = B1 = R.

Notación 1 Desde ahora usaremos la notación multiplicativa entre bimódulos para representar el
producto tensor, es decir

BnBm = Bn ⊗R Bm .

Con estos bimódulos se pueden construir los objetos de una nueva categoría, definida a contin-
uación:

Definición 22 (Categoría de los Bimódulos de Bott-Samelson)
Se define la categoría de los Bimódulos de Bott-Samelson, denotada por BSBim, como la cate-

goría cuyos objetos son sumas de bimódulos de Bott-Samelson shifteados y cuyos morfismos son
homomorfismos de (R,R)−bimódulos.

Con BSBim se puede definir una nueva categoría:

Definición 23 (Categoría de los Bimódulos de Soergel)
Se define la categoría de los Bimódulos de Soergel, denotada por SBim, como la categoría cuyos

objetos son sumas de shifts de sumandos de bimódulos de Bott-Samelson y cuyos morfismos son
homomorfismos de (R,R)−bimódulos.

En otras palabras, SBim es la completación de Karoubi de BSBim.

En esta parte se debe mencionar una conexión entre H (W,S) y SBim. Para ello, necesitamos
una definición previa.

Definición 24 Dada una categoría aditiva A , se define el grupo de (descomposición) de Grothendieck
escindido de A , denotado por 〈A 〉, como el grupo abeliano libre generado por los objetos de A

modulo las relaciones
M = M ′+M ′′ si M ∼= M ′⊕M ′′.

Dado un objeto A, se denota por 〈A〉 a su clase en 〈A 〉.
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La conexión aludida anteriormente entre H y SBim está dada por el siguiente teorema, de-
mostrado por Soergel en [11].

Teorema 25 Existe un único isomorfismo de álgebras

F : H (W,S) →〈SBim〉

definido por

H s 7→ 〈Bs〉.

Este homomorfismo es un isomofirmo de Z[v, v−1]-álgebras, donde se considera a 〈SBim〉 como
una Z[v, v−1]-álgebra definiendo las reglas

〈M〉〈N〉 = 〈M N〉

y

vk〈M〉 = 〈M(k)〉.

3. CATEGORÍA DE DIAGRAMAS Y HOJAS LIGERAS

En esta sección se definirá una nueva categoría de diagramas, dentro de la cual se definirán los
conceptos de hojas ligeras y hojas dobles con los cuales posteriormente se trabajarán en BSBim vía
un funtor.

Definición 26 (Diagrama para (A1,S)) Un diagrama para (A1,S) es un diagrama con frontera in-
crustado en la banda R×[0,1]. Las aristas del diagrama pueden terminar en un vértice del diagrama
(el cual siempre está dentro de la banda), o bien, en la frontera de la banda, en donde dicha inter-
sección de la arista con una de las fronteras se denomina punto frontera o marca, y no es consider-
ada vértice del diagrama. Dichas marcas definen secuencias en S, tanto en la banda inferior como
superior. Las aristas pueden formar lazos (loops). Además, en las regiones definidas por las aristas
se aceptan decoraciones con elementos de R. Los vértices solamente pueden ser el punto final de
una arista o la intersección de tres aristas. Todo lo anterior está considerado módulo isotopía.

Por ejemplo, la siguiente imagen muestra un diagrama bajo la definición recién dada:

b b

b

f

h1 +h2

b

b

b g

b

Por contraparte, la siguiente imagen muestra un dibujo que no es un diagrama bajo esta defini-
ción:

14



bb

f

g

Con esto se tiene una nueva categoría.

Definición 27 (Categoría de diagramas D)

Se define la categoría de diagramas D como la categoría R-lineal y monoidal cuyos objetos son
secuencias n ∈ Sn . El espacio HomD(n,m) es el R−módulo libre generado por diagramas cuyas
marcas en banda inferior forman la secuencia n y cuyas marcas en la banda superior forman la
secuencia m. La composición g ◦ f (denotada de manera multiplicativa cuando no surgan confu-
siones), donde f ∈ HomD(n,m) y g ∈ HomD(m, t ), está dada por la concatenación vertical de los
diagramas (en este caso, g sobre f ). La estructura monoidal está dada por la concatenación hor-
izontal de los diagramas, la cual se denotará por f ⊗ g cuando se concatena horizontalmente, de
izquierda a derecha, f con g . Todo lo anterior está sujeto a las siguientes relaciones:

b

b

=αs (18)

= 0 (19)

b = (20)

(21)

(22)
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= (23)

f = s( f ) + ∂( f )

b

b
(24)

donde ∂ : R −→ R es el operador de Demazure definido por

∂( f ) = f − s f

αs
. (25)

En lo que sigue, llamaremos por dots a los morfismos de la forma

D0 = o D1 =

Notar que el primer dot pertenece a HomD(1,0) y el segundo a HomD(0,1). Por otra parte, llamare-
mos trivalentes a los morfismos que son las intersecciones de tres aristas, es decir, diagramas de la
forma

T0 = o T1 =

donde el primer trivalente pertenece a HomD(2,1) y el segundo a HomD(1,2).

De las relaciones (21) y (22) se puede afirmar que sin importar el orden en el que concatenemos
verticalmente dos o más trivalentes del mismo tipo, esta concatenación representa un único mor-
fismo en el espacio HomD respectivo. Siguiendo lo anterior, si a dicha concatenación de trivalentes
del mismo tipo se le concatena un dot por arriba (en caso de concatenaciones de T0), o bien, un
dot por abajo (en caso de concatenaciones de T1), el morfismo resultante sigue siendo único. De
aquí surge una clase de diagramas que se representa por uno solo, definido a continuación.

Definición 28 (Jaula, jaula conectada)
Para m ∈N se define una jaula de largo m como la única concatenación vertical de m−1 trivalentes,
siendo todos ellos T0 o todos T1, a la cual se le concatena un D0 por arriba (en el caso de T0) o un
D1 por abajo (en el caso de T1). En tales casos, la jaula se denota por el diagrama

Jm =

m marcas

∈ HomD(m,0) o J ′m =

m marcas

∈ HomD(0,m)
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De manera análoga, se define una jaula conectada de largo m como la única concatenación
vertical de m −1 trivalentes, siendo todos ellos T0 o todos T1. En tales casos, la jaula conectada se
denota por el diagrama

JCm =

m marcas

∈ HomD(m,1) o JC ′
m =

m marcas

∈ HomD(1,m)

En particular, considerando m = 1, se tienen las siguientes definiciones:

J1 = D0 , J ′m = D1

JC1 = JC ′
1 = := I d .

Por otra parte, el espacio HomD(n,m), considerando las definiciones y relaciones anteriores, se
define como el espacio generado por los diagramas

g1, j ,k =

j marcas k marcas

(26)

g2, j ,k =

j marcas k marcas

(27)

g3, j ,k =

j marcas k marcas

(28)

g4, j ,k =

j marcas k marcas

(29)

en el sentido multiplicativo y aditivo. Es decir, un diagrama en cualquier HomD(n,m) se puede
expresar como una combinación lineal de concatenaciones verticales de diagramas gi , j ,k , donde
i ∈ {1,2,3,4} y j ,k son enteros no negativos, tales que cada concatenación tenga n marcas en la
banda inferior y m marcas en la superior. Sin embargo, este espacio cuenta con otra base, y para
estudiarla necesitamos un concepto previo.
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Definición 29 (Hoja ligera) Una hoja ligera es una concatenación horizontal de diagramas tipo Jm ,
cuyo último morfismo, de izquierda a derecha, puede ser también un diagrama tipo JCm .

De la definición anterior se tiene que solo los espacios de tipo HomD(n,0) o HomD(n,1) tienen
hojas ligeras asociadas. Por ejemplo, las hojas ligeras de HomD(3,0) son las siguientes:

Por otra parte, las hojas ligeras para HomD(3,1) son las siguientes:

En general, tanto HomD(n,0) como HomD(n,1) tienen 2n−1 hojas ligeras cada uno. Una man-
era de obtener al mismo tiempo ambos conjuntos de hojas ligeras es mediante el siguiente pro-
cedimiento inductivo, el cual entrega un árbol binario de exactamente 2n hojas. Inicialmente, el
procedimiento parte con los diagramas

donde el primer diagrama es la única hoja ligera de HomD(1,0) y el segundo es la única hoja ligera
de HomD(1,1). Posteriormente, para obtener las hojas ligeras de HomD(k,0) y HomD(k,1),con k >
1, nos apoyamos en las hojas ligeras del paso anterior (es decir, las hojas ligeras de HomD(k −1,0)
y HomD(k −1,1)) , y cada una de estas hojas nos dará dos hojas ligeras nuevas bajo las siguientes
reglas:

• Si la hoja, digamos h, pertenece a HomD(k −1,0), entonces h origina dos nuevas hojas: h⊗D0

y h ⊗ I d .

• Si la hoja, digamos h, pertenece a HomD(k −1,1), entonces h origina dos nuevas hojas: J2h y
JC2h.
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Si se respeta el orden anterior, entonces al leer las hojas resultantes de izquierda a derecha, se
tiene que las de posición impar son las pertenecientes a HomD(n,0), y las otras son las pertenecientes
a HomD(n,1). A continuación se presenta un árbol binario que muestra las hojas para HomD(3,0)
y HomD(3,1):

b

b b

b bb

b

b bb b b

1 2 3 4 5 6 7 8

Del árbol anterior se puede concluir que los diagramas 1,3,5 y 7 corresponden a las hojas ligeras de
HomD(3,0), mientras que los diagramas 2,4,6 y 8 corresponden a las hojas ligeras de HomD(3,1).

Para introducir el concepto de hojas dobles, se necesita previamente un homomorfismo que
actúa sobre diagramas. Más precisamente:

Definición 30 ( f l i p)
Se define el homomorfismo f l i p : HomD(n,m) → HomD(m,n), el cual recibe un diagrama y le

aplica una reflexión respecto a la recta horizontal R×0,5, más linealidad. Si h es un diagrama de
HomD(n,m), su imagen bajo f l i p se denotará por ha ∈ HomD(m,n).

Por ejemplo, si consideramos al diagrama

d = ∈ HomD(7,8)

entonces

d a = ∈ HomD(8,7).

Ahora, la definición de una hoja doble.

Definición 31 (Hoja doble)
Un diagrama h ∈ HomD(n,m) se denomina hoja doble de HomD(n,m) si es de la forma h =

ha
1 h2, donde h1 ∈ HomD(m,0)∪HomD(m,1) es hoja ligera y h2 ∈ HomD(n,0)∪HomD(n,1) también

es hoja ligera, de tal manera que la composición sea posible.
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Para comodidad de notación, denotaremos por Ln al conjunto de hojas ligeras con n marcas en
su banda inferior. Además, denotaremos por La

n al conjunto

La
n = {ha/h ∈ Ln}.

Finalmente denotaremos por La
m ·Ln al conjunto

La
m ·Ln = { f g / f ∈ La

m y g ∈ Ln}.

3.1. El funtor F

En [11] se define un funtor F : D −→ BSBim y se demostró que es una equivalencia (ver teorema
6.28 en [4]. Esto permite trabajar en diagramas y ver eventuales resultados en homomorfimos de
bimódulos de Bott-Samelson. La definición explícita para F se entrega en este caso para los sigu-
ientes morfismos en D:

F−→F (D0) = d0 : Bs → R (30)

p ⊗q → pq

F−→F (D1) = d1 : R → Bs (31)

1 → 1

2

(
αs ⊗1+1⊗αs

)
F−→F (T0) = t0 : Bs Bs → Bs (32)

p ⊗q ⊗ r → p∂s (q)⊗ r

F−→F (T1) = t1 : Bs → Bs Bs (33)

p ⊗q → p ⊗1⊗q,

donde ∂s es el operador de Demazure definido en (25). Además, para un objeto n ∈D, se tiene que

F (n) = Bn .

Basta con las relaciones (30), (31), (32) y (33) para definir cualquier imagen de un generador
gi , j ,k bajo el funtor F , pues dicho generador se puede obtener al aplicar el homomorfismo de
bimódulos identidad tensorizado j veces a izquierda y k veces a derecha en F (gi ,0,0).

Libedinsky demostró en [8] el siguiente resultado:

Teorema 32 El conjunto F
(
La

m ·Ln

)
es una base para HomD(Bn ,Bm) como R−módulo.

Este teorema se demuestra en las secciones siguientes para el caso W tipo A1.

4. HOJAS DOBLES COMO BASE PARA LOS MORFISMOS DE BSBIM

4.1. Generación en términos de hojas dobles

Los morfismos de la categoría D, tal como se mencionó en la sección anterior, están generados por
los morfismos gi , j ,k definidos en (26), (27), (28) y (29), por lo que se demostrará que cada gi , j ,k se
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puede expresar como combinación lineal de hojas dobles para concluir que éstas generan a todos
los morfismos del espacio respectivo.

A continuación se presenta una demostración diagramatical, la cual se basa en distintos resul-
tados previos que se irán demostrando. En muchos de estos resultados se utilizará el elemento de
R definido por f = αs

2 . Notar que de esta última definición se tiene que s f =− f .

Lo primero es ver como se puede descomponer en términos de hojas dobles el diagrama

m marcas n marcas

(34)

donde m y n son números naturales. Para lograr la descomposición de (34) es necesario notar
en primera instancia que

=

=
f

−
s f

= s f +

−

 f −



=− f + +

−

s f +


de donde se obtiene que

=− + + . (35)

Ahora, volviendo a (34) tenemos que
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m marcas n marcas

=

m marcas n marcas

(35)= −

m marcas n marcas

+

m marcas n marcas

+

m marcas n marcas

= −

m +n +1 marcas

+

m marcas n +1 marcas

+

n marcasm +1 marcas

. (36)

Sin embargo, en el último desarrollo, el diagrama de la derecha

n marcasm +1 marcas

no es una hoja ligera, por lo que se necesita reescribirlo en términos de hojas dobles. Para esto,
consideremos las siguientes igualdades:

=

=
f

− f + (37)
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y

=

=
f

− s f

=
f

+ f . (38)

Restando (38) a (37) y despejando apropiadamente se obtiene que

= −2 f + ,

con lo cual

n marcasm +1 marcas

=

m marcas n −1 marcas

=

m marcas n −1 marcas

−2 f

m marcas n −1 marcas

+

m marcas n −1 marcas

=

m +1 marcas n marcas

−2 f

m +n +1 marcas

+

m +n +1 marcas

(39)

por lo que combinando (36) y (39) se obtiene finalmente una escritura en términos de hojas ligeras
para el diagrama (34), lo cual se deja como proposición.
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Proposición 33 Para m y n naturales se tiene que

m marcas n marcas

=

m +1 marcas n marcas

+

m marcas n +1 marcas

−2 f

m +n +1 marcas

.

Lo segundo que se necesita es una escritura en términos de hojas ligeras para el diagrama

f

m marcas n marcas

, (40)

lo cual se obtiene con la siguiente proposición.

Proposición 34 Para m y n naturales se tiene que

f

m marcas n marcas

=− f

m +n marcas

+

m marcas n marcas

.

DEMOSTRACIÓN. Aplicando la relación polinomial de manera local en lo enmarcado con línea
roja segmentada se tiene que

f

m marcas n marcas

= s f

m +n marcas

+

m marcas n marcas

,

y como s f =− f se tiene la proposición. �

Otro resultado que será útil para la demostración principal de esta sección es el siguiente:

Proposición 35 Para todo m natural y n natural se tiene que

s f

m marcas n marcas

= f

m +n marcas

−

m marcas n marcas

.

DEMOSTRACIÓN. Análoga a la Proposición 34. �
Para continuar la demostración de esta sección es necesario notar que las proposiciones 1, 2 y 3
siguen valiendo bajo la aplicación del homomorfismo f l i p, lo cual se deja como cuarta proposición
en esta sección.

24



Proposición 36 Para m,n naturales se cumplen las siguientes igualdades:

m marcas n marcas

=

m +1 marcas n marcas

+

m marcas n +1 marcas

−2 f

m +n +1 marcas

. (41)

f

m marcas n marcas

=− f

m +n marcas

+

m marcas n marcas

. (42)

s f

m marcas n marcas

= f

m +n marcas

−

m marcas n marcas

. (43)

Con todas las proposiciones enunciadas en esta sección es posible determinar una descomposi-
ción en términos de hojas dobles para el diagrama

m marcas

p marcas

n marcas

q marcas

(44)

donde n y q no pueden ser simultáneamente cero (de serlo, el diagrama ya sería una hoja doble).
Esta escritura se deja como proposición.

Proposición 37 Para m, p naturales, n, q enteros no negativos y no simultáneamente nulos se tiene
que

m marcas

p marcas

n marcas

q marcas

=−2 f

m +n marcas

p +q marcas

+

p marcas

m +n marcas

q marcas

+

m marcas n marcas

p +q marcas

.

DEMOSTRACIÓN. La demostración se divide en tres casos.
Caso 1: n = 0 y q ̸= 0.

En este caso, tenemos que
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m marcas

p marcas q marcas

=

m marcas

p marcas q marcas

=
f

p marcas q marcas

m marcas

−

m marcas

p +q marcas

s f

=− f

m marcas

p +q marcas

+

p marcas

m marcas

q marcas

− f

m marcas

p +q marcas

+

p +q marcas

m marcas

=−2 f

m marcas

p +q marcas

+

p marcas

m marcas

q marcas

+

m marcas

p +q marcas

,

lo que demuestra la proposición para este caso particular.

Caso 2: n ̸= 0 y q = 0.

En este caso, tenemos que
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m marcas

p marcas

n marcas

=

m marcas

p marcas

n marcas

=

m +n marcas

p marcas

f −
s f

m marcas n marcas

p marcas

= s f

m +n marcas

p marcas

+

p marcas

m +n marcas

− f

m +n marcas

p marcas

+

m marcas n marcas

q marcas

=−2 f

m +n marcas

p marcas

+

p marcas

m +n marcas

+

m marcas n marcas

p marcas

,

lo que demuestra la proposición para este caso particular.

Caso 3: n ̸= 0 y q ̸= 0.

Finalmente en este caso tenemos que
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m marcas

p marcas

n marcas

q marcas

=

m marcas

p marcas

n marcas

q marcas

=
f

p marcas q marcas

m +n marcas

−
s f

m marcas n marcas

p +q marcas

=− f

m +n marcas

p +q marcas

+

p marcas

m +n marcas

q marcas

− f

m +n marcas

p +q marcas

+

n marcas

p +q marcas

m marcas

=−2 f

m +n marcas

p +q marcas

+

p marcas

m +n marcas

q marcas

+

m marcas n marcas

p +q marcas

,

concluyendo así la demostración de esta proposición. �

Para concluir la demostración de esta sección necesitamos verificar que cada generador gi , j ,k ,
con i ∈ {1,2,3,4} y j ,k ∈ N∪ {0} se puede escribir como combinación lineal de hojas dobles. Para
esto, se demuestra un resultado un poco más general que este.

Como una manera de no sobrecargar de diagramas la demostración, en ocasiones éstos estarán
representados por letras (y en general, hr representará a una hoja doble, salvo que se mencione lo
contrario). Además,

∑
r

siempre denotará una suma finita sobre el índice natural r .

A continuación, una ampliación de la Proposición 37.

Proposición 38 Para todo k ∈N, y enteros no negativos ni ,mi con i ∈ {1,2,3, ...,k} se tiene que
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n1 marcas

m1 marcas

n2 marcas

m2 marcas

nk marcas

mk marcas

=∑
r
λr hr

donde λr ∈ R y hr es hoja doble.

DEMOSTRACIÓN.
Se procederá por inducción sobre k.

Si k = 1 el diagrama ya es una hoja doble. Si k = 2 se aplica directamente la Proposición 37.

Supongamos que el resultado vale para todo natural menor que k. Ahora, el diagrama a de-
scomponer es

D =

n1 marcas

m1 marcas

n2 marcas

m2 marcas

nk marcas

mk marcas

.

Sin embargo, podemos expresar a D de la manera

D = D ′⊗ J ,

donde

D ′ =

n1 marcas

m1 marcas

n2 marcas

m2 marcas

nk−1 marcas

mk−1 marcas

y

J =

nk marcas

mk marcas

.
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Por hipótesis se tiene que D ′ =∑
r ′
λr ′hr ′ , luego

D =∑
r ′
λr ′ (hr ′ ⊗ J ).

Ahora, cada hr ′ es una hoja doble. Si hr ′ tiene conexión entre bandas entonces acepta una
descomposición de la forma

hr ′ = h′
r ′ ⊗ cr ′ ,

donde h′
r ′ es hr ′ con su eventual conexión entre bandas suprimida y cr ′ es la conexión entre bandas

de hr ′ de tipo

cr ′ =

nr ′ marcas

mr ′ marcas

.

Definiendo C como el conjunto de todas las hojas dobles hr ′ de la descomposición de D ′ que
tienen conexión entre bandas, entonces se tiene que

D = ∑
hr ′∈C

λr ′hr ′ +
∑

hr ′ ̸∈C
λr ′hr ′

= ∑
hr ′∈C

λr ′ (h′
r ′ ⊗ cr ′ )⊗ J + ∑

hr ′ ̸∈C
λr ′ (hr ′ ⊗ J )

= ∑
hr ′∈C

λr ′h
′
r ′ ⊗ (cr ′ ⊗ J )+ ∑

hr ′ ̸∈C
λr ′ (hr ′ ⊗ J ),

pero por la Proposición 37 tenemos que cada diagrama cr ′ ⊗ J es una combinación lineal de hojas
dobles, digamos

cr ′ ⊗ J =∑
s
λs hs ,

y por otra parte, si hr ′ ̸∈C entonces hr ′ ⊗ J es una hoja doble, digamos

hr ′ ⊗ J = h′′
r ′ ,

lo que nos permite afirmar que

D = ∑
hr ′∈C

λr ′h
′
r ′ ⊗

(∑
s
λs hs

)
+ ∑

hr ′ ̸∈C
λr ′h

′′
r ′

= ∑
hr ′∈C

∑
s
λr ′λs (h′

r ′ ⊗hs )+ ∑
hr ′ ̸∈C

λr ′h
′′
r ′ ,

y como la concatenación vertical de hojas dobles es otra hoja doble (o cero), entonces D es la suma
de dos combinaciones lineales de hojas dobles, con lo que queda demostrada la proposición. �

Volviendo a los generadores gi , j ,k , tenemos que cada uno de ellos es de la forma
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D =

n1 marcas

m1 marcas

n2 marcas

m2 marcas

nl marcas

ml marcas

.

Específicamente, se tiene que:

• Para obtener g1, j ,k en el diagrama D , consideramos:

– n j+1 = 1 y m j+1 = 0

– nt = mt = 1, ∀t ̸= j +1.

• Para obtener g2, j ,k en el diagrama D , consideramos:

– n j+1 = 0 y m j+1 = 1

– nt = mt = 1, ∀ j ̸= j +1.

• Para obtener g3, j ,k en el diagrama D , consideramos:

– n j+1 = 2 y m j+1 = 1

– nt = mt = 1, ∀t ̸= j +1.

• Para obtener g4, j ,k en el diagrama D , consideramos:

– n j+1 = 1 y m j+1 = 2

– nt = mt = 1, ∀t ̸= j +1.

Por lo tanto vale la siguiente proposición.

Proposición 39 Para i = 1,2,3,4 y j ,k enteros no negativos, se tiene que

gi , j ,k =∑
r
λr hr ,

donde λr ∈ R y hr es hoja doble.

En la igualdad de la Proposición 39, si concatenamos de manera vertical una hoja doble cualquiera,
y considerando nuevamente el hecho de que una concatenación vertical de dos hojas dobles es cero
o una hoja doble, entonces es inmediato el siguiente resultado.

Proposición 40 Sean i = 1,2,3,4 y j ,k enteros no negativos. Si h es una hoja doble, entonces

gi , j ,k h =∑
r
λr hr ,

donde λr ∈ R y hr es hoja doble.

Para demostrar el resultado principal de esta sección se demostrará antes un caso particular que
será útil.
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Proposición 41 Sea d morfismo de D de la forma

n∏
t=1

git , jt ,kt ,

donde it ∈ {1,2,3,4} para todo t y tanto jt como kt son enteros no negativos para todo j , entonces

d =∑
r
λr hr ,

donde λr ∈ R y hr es hoja doble.

Observación: La notación
n∏

t=1
representa de manera abreviada la concatenación vertical de n

diagramas, siendo el diagrama indexado por t = 1 el primer diagrama de arriba hacia abajo en dicha
concatenación y t = n el último.

DEMOSTRACIÓN.
Sea d morfismo de D de la forma del enunciado. Se procederá por inducción sobre n.

Si n = 1, entonces se aplica directamente la Proposición 39.

Supongamos ahora que el resultado vale para concatenaciones verticales de n − 1 diagramas.

Ahora, si d =
n∏

t=1
git , jt ,kt , entonces tenemos que

d =
n∏

t=1
git , jt ,kt

= gi1, j1,k1

n∏
t=2

git , jt ,kt

= gi1, j1,k1

∑
r ′
λr ′hr ′ (Hipótesis)

=∑
r ′
λr ′gi1, j1,k1 hr ′

=∑
r ′
λr ′

(∑
s
λs hs

)
(Proposición 40)

=∑
r ′

∑
s
λr ′λs hs

=∑
r
λr hr

demostrando así la proposición. �

Finalmente, el resultado principal de esta subsección.

Proposición 42 Sea d morfismo de D, entonces

d =∑
r
λr hr ,

donde λr ∈ R y hr es hoja doble.

DEMOSTRACIÓN.
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Sea d morfismo de D. Por definición de los morfismos de la categoría de los diagramas y su
generación en términos de los gi , j ,k , tenemos que

d =
N∑

s=1
Ps ,

donde cada Ps es una concatenación de tipo

n∏
t=1

git , jt ,kt .

Se procederá por inducción sobre N .

Si N = 1 se aplica directamente la Proposición 41.

Supongamos que el resultado vale para N −1. Finalmente, tenemos que

d =
N∑

s=1
Ps

=
N−1∑
s=1

Ps +PN

=∑
r
λ′

r h′
r +

∑
r
λ′′

r h′′
r (Hipótesis y Proposición 41)

=∑
r
λr hr

demostrando la proposición. �

4.2. Independencia Lineal de las hojas dobles

Para demostrar que las hojas dobles forman una base para los morfismos respectivos de D se debe
probar en segunda instancia que forman un conjunto linealmente independiente (l.i.), y para de-
mostrar esto se utilizarán las hojas dobles vistas como morfismos de bimódulos mediante el funtor
F definido en la Sección 4.

En otras palabras, si n,m son elementos de Sn y Sm respectivamente, en esta sección se busca

demostrar que el conjunto F
(
La

n ·Lm

)
⊂ Hom(Bm ,Bn) es l.i.

Sin embargo, no se demostrará directamente que F
(
La

n ·Lm

)
es l.i., sino que usaremos el hecho

(probado en [7] y mencionado en [8]) de que

Hom(Bm ,Bn) ∼= Hom(BmBn ,R),

y en este caso en el que estamos trabajando, el cómo actúa este isomorfismo, que llamaremos η,
se puede ver de manera sencilla usando diagramas. Para ejemplificar lo anterior, consideremos la
hoja doble h ∈ La

6 ·L7

.
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El isomorfismo η consiste en tomar las jaulas,dots y eventuales conexiones de banda superior
y rotarlos 180 grados en sentido horario respecto al punto más a la derecha de la misma banda,
y finalmente bajarlos y "pegarlos" a la banda inferior. En este caso, el resultado de esto sería el
siguiente:

η(h) =

= ,

el cual como se puede apreciar es un diagrama que, visto como morfismo de bimódulos vá F ,
pertenece a Hom(B7B6,R), pues tiene 13 marcas en su banda inferior y ninguna en la superior.
En general, se tiene que cualquier imagen de η será un morfismo cuyo diagrama correspondiente
vía F tendrá en su banda inferior solamente jaulas y dots, y en su banda superior ninguna marca.
Llamaremos a este conjunto de morfismos de bimódulos por Hl , donde l ∈N, es decir,

η

(
F

(
La

n ·Lm

))
= Hl=m+n .

Por lo tanto, como η es un isomorfismo, basta demostrar que el conjunto Hl es linealmente in-
dependiente. Para esto, se definirá un etiquetado para cada elemento h ∈ H en base al diagrama
d ∈D tal que F (d) = h, y con este etiquetado se podrá establecer un orden total en Hl , con el cual
se podrá demostrar la independencia lineal.

Para comenzar la descripción del etiquetado de un elemento h =F (d) ∈ Hl , debemos notar que
tal como se mencionó anteriormente, d es de la forma

n1 marcas n2 marcas ns marcas

(45)

donde s ∈ N y
s∑

r=1
nr = l . Recordemos que si np = 1 significa que dicha jaula de posición p (de

izquierda a derecha) es un dot. Ahora, la definición del etiquetado.
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Definición 43 Sea h ∈ Hl y d ∈D su preimagen bajo F . Se define el etiquetado de h, denotado jh ,
a la tupla de {0,1}l descrita de la siguiente manera:

jh =


(0,1,1, ...,1︸ ︷︷ ︸

l−1 veces

) si d = Jl

jF (Jn1 ) jF (Jn2 ) · · · jF (Jnk
) si d = Jn1 ⊗ Jn2 ⊗·· ·⊗ Jnk , con n1 +n2 +·· ·+nk = l

donde la notación multiplicativa entre dos tuplas t1 y t2 indica concatenación horizontal de ambas
tuplas y Jm representa una jaula de largo m.

Para ejemplificar lo anterior, consideremos al morfismo h =F (d), donde

d = J5 =

entonces jh = (0,1,1,1,1). Si en cambio consideramos que

d = J4 ⊗ J1 ⊗ J2 ⊗ J1 ⊗ J1 =

(0,1,1,1) (0) (0,1) (0) (0)

entonces jh = (0,1,1,1)(0)(0,1)(0)(0) = (0,1,1,1,0,0,1,0,0).

Cabe destacar que a cada morfismo h = F (d) ∈ Hl le corresponde una y solo una etiqueta jh ,
pues la función definida por

e : Hl −→ {0,1}l − A
h 7→ jh

es biyectiva, donde A es el conjunto de todas las tuplas en {0,1}l que comienzan con un 1. La
biyectividad se tiene debido a que |Hl | = |{0,1}l − A| = 2l−1 y además es inyectiva.

Ahora, consideremos un morfismo f ∈ Hl con su etiqueta j f = ( j1, j2, ....., jl ). Se define

α j f =α
j1
s ⊗α

j2
s ⊗·· ·⊗α

jl
s ⊗1 ∈ Bs Bs · · ·Bs︸ ︷︷ ︸

l veces

,

donde α0
s = 1 y α1

s =αs .

El propósito es demostrar que f (α j f ) = 1 y que f (α j ′ ) = 0 para toda tupla j ′ < j f , donde < indica

el orden lexicográfico en {0,1}l definido de la siguiente manera:

(u1,u2, · · · ,ul ) < (v1, v2, · · · , vl ) ⇔ u1 < v1 ∨ (u1 = v1 ∧ (u2,u3, · · · ,ul ) < (v2, v3, · · · , vl )).

En primera instancia, veremos este resultado para el caso f = F (Jm) y luego lo ampliaremos a
un caso arbitrario en Hl .
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Desde ahora denotaremos por Jm al morfismo F (Jm), es decir

Jm =


d0 si m = 1

d0 ◦ t0 ◦
m−2

C
i=1

(
Idi ⊗ t0

)
si m > 1

donde
Idk = Id⊗ Id⊗·· ·⊗ Id︸ ︷︷ ︸

k veces

y

m−2
C

i=1

(
Idi ⊗ t0

)
= (Id⊗ t0)◦ (Id2 ⊗ t0)◦ · · · ◦ (Idm−2 ⊗ t0).

Proposición 44 Para m natural se tiene que

Jm(α jJm ) = 2m−1.

DEMOSTRACIÓN. Por inducción sobre m.

Si m = 1 entonces Jm = d0 y su etiqueta es jd0 = (0), por ende

d0(α jd0 ) = d0(α(0))

= d0(1⊗1)

= 1 = 20.

Supongamos ahora que el resultado vale para m = k − 1. Finalmente, si consideramos m = k,
tenemos que

Jk =Jk−1 ◦ (Idk−2 ⊗ t0),

y además jJk = (0,1,1, .....,1︸ ︷︷ ︸
k−1 veces

), por lo que

Jk ( jJk ) =Jk−1

(
(Idk−2 ⊗ t0)(α jJk )

)
=Jk−1

(Idk−2 ⊗ t0)(1⊗αs ⊗αs ⊗·· ·⊗αs︸ ︷︷ ︸
k−1 veces

⊗1)


=Jk−1

1⊗αs ⊗αs ⊗·· ·⊗αs︸ ︷︷ ︸
k−3 veces

⊗t0(αs ⊗αs ⊗1)


=Jk−1

1⊗αs ⊗αs ⊗·· ·⊗αs︸ ︷︷ ︸
k−3 veces

⊗2αs ⊗1)


= 2Jk−1

1⊗αs ⊗αs ⊗·· ·⊗αs︸ ︷︷ ︸
k−2 veces

⊗1)


= 2 ·2k−2

= 2k−1.
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Para ampliar la proposición anterior a un morfismo arbitrario f =F (d) ∈ Hl debemos notar que
el diagrama d posee n jaulas (incluyendo a los dots como jaulas de largo 1) tal cual se mencionó en
(45), entonces vía F se tiene que

f =Jm1 ◦
n−1
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
, (46)

donde mi es el largo de la jaula de posición i en el diagrama d y además
n∑

k=1
mi = l . A modo de

ejemplo, consideremos el morfismo f =F (d) donde

d = .

Aquí se tiene que m1 = 4 (largo de la primera jaula), m2 = 1 (el primer dot), m3 = 8 (largo de
la segunda jaula), m4 = 3 (largo de la tercera jaula) y m5 = 1 (el segundo dot). Con esto, podemos
concluir que la descomposición de f está dada por

f =J4 ◦
(
Id4 ⊗J1

)
◦
(
Id4+1 ⊗J8

)
◦
(
Id4+1+8 ⊗J3

)
◦
(
Id4+1+8+3 ⊗J1

)
.

Con esto, estamos en condiciones de ampliar el resultado de la Proposición 44.

Proposición 45 Sea f ∈ Hl como en (46). Entonces

f (α j f ) = 2m1+m2+···+mn−n .

DEMOSTRACIÓN.

Sea f =Jm1 ◦
n−1
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
∈ Hl . Se procederá por inducción sobre n.

Si n = 1 aplica directamente la Proposición 44.

Supongamos ahora que el resultado es válido para n−1. Para continuar la demostración, deno-
taremos por α j f al elemento

α j f =α
j1
s ⊗α

j2
s ⊗·· ·⊗α

jl
s .

Notar que α j f =α j f ⊗1. Además, con la definición de α j f se tiene que

α j f =α
jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α jJmn ⊗1,

y con esto la hipótesis se traduce en que

Jm1 ◦
n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(α jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α
jJmn−1 ⊗1) = 2m1+m2+···+mn−1−n+1.

Por lo tanto
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f (α j f ) =Jm1 ◦
n−1
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(α jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α jJmn ⊗1)

=Jm1 ◦
n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(α jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α
jJmn−1 ⊗Jmn (α jJmn ))

=Jm1 ◦
n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(α jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α
jJmn−1 ⊗2mn−1)

= 2mn−1Jm1 ◦
n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(α jJm1 ⊗α

jJm2 ⊗·· ·⊗α
jJmn−1 ⊗1)

= 2mn−1 ·2m1+m2+···+mn−1−n+1

= 2m1+m2+···mn−n .

�

Ahora se demostrará que si f ∈ Hl entonces f (α j ′ ) = 0 para toda tupla j ′ < j f . Para esto se pro-
cederá como antes: primero se demostrará para un morfismo tipo Jm y posteriormente para un
morfismo arbitrario f ∈ Hl .

Proposición 46 Para m natural se tiene que si j ′ < jJm entonces

Jm(α j ′ ) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Por inducción sobre m.

Si m = 1 entonces Jm = d0, y en tal caso la etiqueta es jd0 = (0), por lo que no hay nada que
demostrar (no hay tupla menor a jd0 ).

Por otra parte, si m = 2 entonces J2 = d0 ◦ t0 y su etiqueta es (0,1), por lo que la única tupla
menor que (0,1) es j ′ = (0,0). En tal caso,

α j ′ = 1⊗1⊗1,

y se tiene que

J2(α j ′ ) = d0(t0(1⊗1⊗1))

= d0(0⊗1)

= 0,

por lo que el resultado vale para m = 2.

Supongamos que la proposición se cumple para m = k −1. Ahora, si consideramos m = k, en-
tonces tenemos que jJk = (0,1,1, .....,1︸ ︷︷ ︸

k−1 veces

). Sea j ′ = (0, j ′2, ......, j ′k ) < jJk una tupla. Entonces j ′ tiene al

menos un cero en una posición después de la primera. Sea p la última posición en la cual j ′p = 0.
La demostración continuará con algunos casos para p:

Si p = k entonces

α j ′ = 1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−1
s ⊗1⊗1,

y se tiene que
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Jk (α j ′ ) =Jk−1(Idk−2(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−2
s )⊗ t0(α

j ′k−1
s ⊗1⊗1))

=Jk−1(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−2
s ⊗0⊗1)

= 0.

Si p = k −1 entonces

α j ′ = 1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−2
s ⊗1⊗αs ⊗1,

y se tiene que

Jk (α j ′ ) = Jk−1(Idk−2(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−2
s )⊗ t0(1⊗αs ⊗1))

= 2Jk−1(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′k−2
s ⊗1⊗1)

= 2Jk−1(α j ′′ ),

donde j ′′ = (0, j ′2, j ′3, ....., j ′k−2,0). Como j ′′ es menor que jJk−1 al tener como último valor cero,
entonces por hipótesis se tiene que

Jk = 2Jk−1(α j ′′ ) = 0.

Finalmente, si p < k −1 entonces

α j ′ = 1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′p−1
s ⊗1︸ ︷︷ ︸

p elementos

⊗αs ⊗·· ·⊗αs ⊗αs ⊗1,

y se tiene que

Jk (α j ′ ) = Jk−1(Idk−2(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′p−1
s ⊗1⊗αs ⊗·· ·⊗αs )⊗ t0(αs ⊗αs ⊗1))

= 2Jk−1(1⊗α
j ′2
s ⊗·· ·⊗α

j ′p−1
s ⊗1⊗αs ⊗·· ·⊗αs ⊗αs ⊗1)

= 2Jk−1(α j ′′ ),

donde j ′′ = (0, j ′2, j ′3, ..., j ′p−1,0,1,1, .....,1). Como j ′′ es menor que jJk−1 al tener cero en su coor-
denada p−ésima, entonces por hipótesis se tiene que

Jk = 2Jk−1(α j ′′ ) = 0.

�

Ahora, para la ampliación del resultado de la Proposición 46 a cualquier morfismo f ∈ Hl se
necesita un resultado previo.

Proposición 47 Sea f ∈ Hl como en (46). Entonces para N entero no negativo fijo y para una tupla
t ∈ {0,1}l se tiene que

f (αt ⊗αN
s ) =

(
n∏

i=1
Jmi (αt i

)

)
·αN

s

donde la concatenación t = t 1t 2 · · · t n es tal que para cada i ∈ [n], el largo de t i es igual al largo de
jJi .

39



DEMOSTRACIÓN.
Por inducción sobre n.

Si n = 1, entonces f =Jm1 , y como Jm1 es un morfismo de bimódulos se tiene que

f (αt ⊗αN
s ) =Jm1 ((αt ⊗1)αN

s ) =Jm1 (αt )αN
s .

Supongamos la proposición vale para n−1. Finalmente, y considerando una tupla t como indica el
enunciado, tenemos que

f (αt ⊗αN
s ) =Jm1 ◦

n−1
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(αt ⊗αN

s )

=Jm1 ◦
n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(αt 1 ⊗αt 2 ⊗·· ·⊗αt n−1 ⊗Jmn (αt n

αN
s ))

=
(
Jm1 ◦

n−2
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
(αt 1 ⊗αt 2 ⊗·· ·⊗αt n−1 ⊗1)

)
(Jmn (αt n

αN
s ))

=
(

n−1∏
i=1

Jmi (αt i
)

)
Jmn (αt n

αN
s )

=
(

n∏
i=1

Jmi (αt i
)

)
αN

s .

�

Ahora, la ampliación de la Proposición 46.

Proposición 48 Sea f ∈ Hl . Entonces

f (α j ′ ) = 0

para cualquier tupla j ′ < j f .

DEMOSTRACIÓN.

Sea f =Jm1 ◦
n−1
C

i=1

(
Id

∑i
k=1 mk ⊗Jmi+1

)
∈ Hl . Sea además j ′ = j 1 j 2 · · · j n < j f donde el largo de cada

tupla j i es igual al largo de jJmi
. Considerando N = 0 en Proposición 47 tenemos que

f (α j ′ ) =
n∏

i=1
Jmi (α j i

).

Ahora, como j ′ < j f , entonces existe i ∈ [n] tal que j i < jJmi
, y gracias a la Proposición 46 se tiene

que Jmi (α j i
) = 0, por lo que

f (α j ′ ) = 0.

�

Finalmente, la independencia lineal en Hl .

Proposición 49 Dados f1, f2, ..., f2l−1 ∈ Hl y escalares a1, a2, ..., a2l−1 ∈ R tales que

2l−1∑
i=1

ai fi (x) = 0

para todo x ∈ Bl = Bs Bs · · ·Bs︸ ︷︷ ︸
l veces

, entonces ai = 0 para todo i ∈ [2l−1].
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DEMOSTRACIÓN.

Sin pérdida de generalidad consideraremos que j fi > j fi+1 para todo i ∈ [2l−1]. Ahora, consider-

emos el elemento x =α
j f

2l−1 . Como j fi > j f
2l−1

para todo i ∈ [2l−1 −1], entonces por Proposición 48
se tiene que

fi (x) = 0

para todo i ∈ [2l−1 −1], y como por Proposición 45 tenemos que f2l−1 (x) = 2m1+m2+···+mn−n si con-
sideramos a f como en (46), entonces

2l−1∑
i=1

ai fi (x) = 0 ⇒ a2l−1 f2l−1 (x) = 0 ⇒ 2m1+m2+···+mn−n a2l−1 = 0.

Repitiendo el proceso se obtiene la proposición.
�
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